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Øe¹ení poèetní èásti zkou¹kové písemky z 16.1.2006MA pro F, 3. semestr

1. [7b] Spoètìte
I(�; �) = Z 1

0
e��x2 � e��x2x dx ; �; � > 0 :

Øe¹ení, varianta I: Pro pevné � > 0 formálnì zderivujeme podle promìnné �:
@I@� = Z 1

0
e��x2 � (�x2)x dx = �

Z 1
0

xe��x2 dx [�x2=y]= � 12� Z 1
0

e�y dy = � 12� : (1)
Odùvodnìní derivování: pro pevné � > 0 je I(�; �) = 0 (tedy integrál konverguje pro jedno pevné � = �),a derivovaná funkce má integrabilní majorantu

jxe��x2 j � xe��0x2 2 L1(0;1) ; 8� � �0 > 0 ;
derivovat tedy lze pro v¹echna taková �. Proto¾e v¹ak �0 > 0 mù¾e být libovolné pevné, je ná¹ výpoèetodùvodnìn pro v¹echna � > 0. Pøeintegrováním (1) podle � dostaneme

I(�; �) = �12 ln�+ f(�) ;
proto¾e v¹ak 0 = I(�; �) = � 12 ln� + f(�), máme f(�) = 12 ln�, a tedy:

I(�; �) = 12 ln� � 12 ln� = 12 ln �� = lnr�� ; �; � > 0 :
Øe¹ení, varianta II: Mo¾ná nìkdo nemá pøíli¹ rád hledání integrabilních majorant :-). V tomto pøíkladìexistoval postup, jak se tomuto vyhnout, pokud jste si v¹imli, ¾e

e��x2 � e��x2 = he�tx2it=�t=� = Z �
�

ddt �e�tx2� dt = Z �
�

(�x2e�tx2) dt ;
a tedy

I(�; �) = Z 1
0

e��x2 � e��x2x dx = Z 1
0

Z �
�

(�xe�tx2) dt dx :
Trik spoèívá v prohození integraèního poøadí pomocí Fubiniho vìty. Tu je mo¾no bez problémù pou¾ít,proto¾e integrovaná funkce nemìní znaménko, a tedy dvojný Lebesgueùv integrál existuje. Proto

I(�; �) = Z �
�

Z 1
0

(�xe�tx2) dx dt = Z �
�
h 12te�tx2ix=1x=0 dt = �

Z �
�

12t dt = lnr�� ; �; � > 0 :
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2. [7b] Spoètìte plo¹ný obsah té èásti plochy z =px2 + y2, která le¾í uvnitø tìlesa x2 + y2 � 4x� 3.
Øe¹ení:Plocha z =px2 + y2 je ku¾elová plocha, zatímco x2 + y2 � 4x� 3 lze upravit na (x� 2)2 + y2 � 1, tedyjde o válec, jeho¾ podstavou je jednotkový kruh o støedu [2; 0]. Poèítáme tedy povrch P èásti ku¾elovéplochy, která le¾í uvnitø tohoto válce. Parametrizace x = x; y = y; z = px2 + y2 je potom explicitníparametrizací této plochy a mno¾inou, ve které þ¾ijíÿ parametry x; y, je kruh (x � 2)2 + y2 � 1. Podletoho, co víme o explicitnì parametrizovaných plochách, je1 dS =q1 + z2x + z2y dx dy. Tedy:

P = Z
S
1 dS = ZZ

(x�2)2+y2�1
q1 + z2x + z2y dx dy :

Spoèteme q1 + z2x + z2y =
vuut1 + xpx2 + y2

!2 + ypx2 + y2
!2 = p2 ;

a tedy P = p2ZZ
(x�2)2+y2�1

1 dx dy = �p2 ;
nebo» dvojný integrál pøedstavuje obsah kruhu o polomìru 1 (a støedu [2; 0]), co¾ by èlovìk mohl umìtzpamìti :-).

1Indexem oznaèujeme parciální derivování.
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3. [8b] Najdìte Euler-Lagrangeovu rovnici funkcionálu

�(y) := Z 2
1
�4yy0 � 83xy06� dx ;

který je de�nován na prostoru X := fy 2 C1(h1; 2i); y(1) = 1 � 5p16; y(2) = 0g. Najdìte v¹echna øe¹eníEuler-Lagrangeovy rovnice na tomto prostoru. Umìli byste (za bonusové body) rozhodnout, která z øe¹eníE-L rovnice jsou lokálními minimy daného funkcionálu?
Øe¹ení:Oznaèíme-li L(x; y; y0) = 4yy0 � 83xy06, máme @L@y = 4y0 a @L@y0 = 4y � 16xy05. Euler-Lagrangeova rovnicemá obecnì tvar ddx @L@y0 = @L@y ;
tedy v na¹em pøípadì (4y � 16xy05)0 = 4y0 :Vlevo není nutno proderivovat, v¹imneme si pouze èlenu 4y0, který se vyskytuje na obou stranách a kterýodeèteme, naèe¾ dostaneme (�16xy05)0 = 0 neboli xy05 = c = const. Proto

y05 = cx�1 ) y0 = cx� 15 ) y = c1 + c2x 45 :
Okrajové podmínky dají c1 + c2 = 1 � 5p16, c1 + c2 5p16 = 0. Odeètením tìchto dvou rovnic dostaneme1� 5p16 = c2(1� 5p16), tedy c2 = 1, naèe¾ c1 = � 5p16 = � 5p24 a jediné øe¹ení Euler-Lagrangeovy rovnicemá tedy tvar y = x 45 � 2 45 :
Dodateèné úvahy za bonusové body:
1. bonusový bod: Zkusíme Jacobiho metodu zji¹»ování lokálních extrémù. Spoètìme pro y0(x) = x 45 � 2 45 :

P (x) = @2L@(y0)2 (x; y0(x); y00(x)) = �5 � 16xy040 = �80�45
�4 x1=5 < 0 v h1; 2i ;

a proto¾e nutnou podmínkou minima je P (x) > 0 v h1; 2i, nemù¾e být nalezené øe¹ení minimem danéhofunkcionálu.
2. bonusový bod a¾ dva: Mù¾e to v¹ak být tøeba lokální maximum funkcionálu �, co¾ vy¹etøíme jakominimum funkcionálu (��). Zmìna znaménka u � a tedy i u L zpùsobí i zmìnu znaménka u P , nutnápodmínka minima je tedy splnìna. Dále spoèteme

Q(x) = @2L@y2 (x; y0(x); y00(x))� ddx @2L@y@y0 (x; y0(x); y00(x)) = 0 ;
pomocná rovnice pro funkci ! se pak redukuje na

P (x)!0(x) = c ) !(x) = c1 + c2x 45 :
Tato funkce má tu vlastnost (rozmyslete si), ¾e pokud je identicky nenulová a pøitom !(1) = 0, pak u¾!(x) 6= 0 pro v¹echna x 2 (1; 2i. Proto¾e navíc y0(x) 2 C2(h1; 2i) (nezapomínejte ani na tuto podmínku -podívejte se na pøíslu¹nou vìtu), je funkce y0(x) = x 45 � 2 45 lokálním minimem funkcionálu (��) a tedylokálním maximem funkcionálu �.
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4. [8b] Funkce f splòuje f(x) = sinh ax na h0; �i, a > 0.1. Dode�nujte ji na celé R tak, aby ji bylo mo¾no rozvinout do 2�-periodické Fourierovy øady, obsahujícípouze siny.2. Spoètìte tuto øadu. Urèete, k jaké funkci konverguje výsledná øada a proè.3. Napi¹te Parsevalovu rovnost pro funkci f a výpoètem urèitého integrálu v ní seètìte pøíslu¹nouèíselnou øadu.
Øe¹ení: Funkce je sama o sobì lichá na h��; �i, není proto nutno ji nijak modi�kovat. Z lichosti dostáváme

a0 = an = 0 ; bn = 2� Z �
0

sinh ax sinnx dx = 2� ImZ �
0

eax � e�ax2 einx dx ;
s vyu¾itím vlastností komplexní exponenciely. Spoètìme nejprveZ �

0
eax einx dx = 1a+ in �ea� ein� � 1� = a� ina2 + n2 (ea� (�1)n � 1) ;

tedy ImZ �
0

eax einx dx = na2 + n2 �1 + (�1)n+1ea�� :
Pouhou zámìnou (�a) za a dostaneme

ImZ �
0

e�ax einx dx = na2 + n2 �1 + (�1)n+1e�a�� ;
a tedy
bn = 2� ImZ �

0
eax � e�ax2 einx dx = 2� � 12 � na2 + n2 �1� 1 + (�1)n+1(ea� � e�a�)� = 2� sinh a� (�1)n+1na2 + n2 :

Fourierova øada má proto tvar
Ff (x) = 2� sinh a� 1X

n=1
(�1)n+1na2 + n2 sinnx ;

a proto¾e zperiodizovaná sinh ax (oznaème ji ef) je funkce po èástech C1 s vlastními jednostrannýmilimitami hodnot funkce i derivací ve v¹ech bodech nespojitosti, konverguje Fourierova øada bodovì prov¹echna x 2 R a platí Ff (x) = ef(x+)+ ef(x�)2 pro v¹echna x 2 R.Parsevalova rovnost (v na¹em pøípadì 1�
R �
�� ef(x) dx =P1n=1 b2n) dává:

1� Z �
��

sinh2 ax dx = � 2� sinh a��2 1X
n=1

n2(a2 + n2)2 : (2)
Proto¾e (spoètìte si) 1�

R �
�� sinh2 ax dx = � sinh 2a�2a� � 1�, (a 6= 0 !) dostaneme koneènì:2
1X
n=1

n2(a2 + n2)2 = �24 sinh2 a�
� sinh 2a�2a� � 1� ; a 6= 0 : (3)

2Pro a = 0 dává Parsevalova rovnost (2) triviální identitu 0 = 0, ale zkuste si ve vztahu (3) spoèítat na obou stranách
lim
a!0

. Co dostanete? Je to správnì? A umìli byste odùvodnit, ¾e limitní pøechod uvnitø nekoneèného souètu je korektní? :-)


